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省选 Day1 题解

2026 年 3 月 15 日
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题面

给定一棵 n 个点的以 1 为根的树，定义一种随机剖分算法，流
程如下：

对树进行自底向上的处理。每个点 u 要选出一个子节点作为
重子节点，之间相连的边为重边，其余边为轻边。所有重边
构成了若干条路径，称为重链。
对于点 u，设其有 k 个子节点 v1, . . . , vk，对应与之相连的重
链长度为 l1, . . . , lk。则点 vi 成为重子节点的概率为 li∑k

j=1 lj
。

设 cu 表示在上述随机剖分的算法下点 u 到点 1 的最短简单路径
上轻边的数量，请求出

∑n
j=1 cj 的期望，对 998244353 取模。

数据范围：n ≤ 5000。

省选 Day1 题解
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初步分析 + 特殊性质

由于期望的线性性，我们可以将问题转化为求每条边作为轻边的
概率。设点 i 到其父节点 fai 之间的边为 ei，边 ei 为轻边的概率
为 Pi，点 i 子树内节点个数为 sizi，则答案为：

n∑
i=2

Pi × sizei

省选 Day1 题解
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初步分析 + 特殊性质

我们不妨从完全二叉树入手（虽然这个特殊性质并没有出现在数
据范围中）。

设 fu,i 表示自底向上处理到节点 u 后，u 所在重链长度为 i 的概
率。若 u 为叶子，则 fu,1 = 1，fu,i = 0, ∀i ̸= 1。

设 u 的两个子节点为 l, r。我们可以枚举两个子节点的重链长度
x, y，则有：

fu,x+1
+← fl,x × fr,y ×

x
x + y

fu,y+1
+← fl,x × fr,y ×

y
x + y

省选 Day1 题解
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初步分析 + 特殊性质

对应的，我们也可以统计 el, er 作为轻边的概率：

Pl
+← fl,x × fr,y ×

y
x + y

Pr
+← fl,x × fr,y ×

x
x + y

其实就是将系数对调了一下。

每个状态 fu,i 中 i 的取值范围为 [1,mdu]，其中 mdu 表示 u 子树
的高度。合并的时候，我们直接枚举两个子节点的长度，乍一看
是 O(n3) 的。实际上是 O(n2) 的，证明见正解。

省选 Day1 题解
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初步分析 + 特殊性质

我们尝试将二叉树的方法拓展到三叉树上。设点 u 的三个子节点
的重链长度分别为 a, b, c，我们希望先合并 a 和 b，然后将“a, b
合并得到的整体”与 c 合并，最终得到一个重子节点。这里的合
并指的就是通过类似 x

x+y 的结构决出谁成为重子节点。

a, b 合并中 a 胜的概率为 a
a+b。我们知道 a 成为 a, b, c 当中的重

子节点的概率为 a
a+b+c = a

a+b ×
a+b

a+b+c，前者是 a 在 a, b 之间胜
出的概率，后者是一个大小为 (a + b) 的链与 c 胜出的概率。因
此，“合并 a, b”相当于暂时将其视作一个大小为 (a+ b) 的整体。
如果这个整体在后续的合并中胜出，我们再乘上 a, b 两者之间胜
出的概率。

省选 Day1 题解
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正解

对于一般情况，设 u 有 k 个子节点 v1, . . . , vk，对应的重链长度
为 s1, . . . , sk。我们依次对于 i = 2, . . . , k，对 (

∑i−1
j=1 sj) 和 si 进行

合并。那么 vi 能成为重儿子的条件就是以下三点：
每个 vj 的重链长度就是对应的 sj；

si 与
∑i−1

j=1 sj 合并中胜出。∑i
j=1 sj 在后续的合并中胜出。

我们很难直接计算它们发生的概率。但是，我们可以将第一个条
件中 j ≤ i 的条件并到第二个条件中，剩下的并到第三个条件中。
在第三个条件中，我们可以视

∑i
j=1 sj 是一个定值（即不需要计

算它发生的概率）。此时，两个条件成立的概率是独立的，可以
分别计算。
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正解

我们先从第二个条件入手：
∀j ≤ i，vj 的重链长度为 sj，且 si 与

∑i−1
j=1 sj 合并中胜出。

不妨设 Si−1 =
∑i−1

j=1 si。则 si 合并中胜出的概率为 si
Si−1+si

，vi 长
度为 si 的概率为 fvi,si。

由于概率的式子和单个 sj, j < i 的具体值无关，而只与其和 Si−1

有关。所以，我们其实只需要得知前 i− 1 个子节点的重链长度
总和为特定的 S 的概率 gi−1,S。这个概率涵盖了所有不同的∑i−1

j=1 sj = S 的可能。

省选 Day1 题解
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正解

gi,S 的转移是容易的。初始条件为 g0,0 = 1。然后有转移：

gi,S
+← gi−1,S−si × fi,si , ∀S, si

于是第二个条件成立的概率就是 gi,Si−1
× fi,si × si

Si
。

省选 Day1 题解



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

找寻者（recollector） 摩卡串（string） 夜空（night）

正解

然后考虑第三个条件：
Si 在后续的合并中胜出。

我们可以倒过来做。设 hi,S 表示前 i 个子节点的重链长度为 S，
在后续的合并中胜出的概率。那么第三个条件成立的概率就是
hi,Si。

转移的初始条件即 hk,S = 1, ∀k，这是因为后续不需要再进行任
何合并了。转移：

hi−1,S
+← hi,S+si × fi,si ×

S
S + si

,∀S, si

省选 Day1 题解
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正解

当我们算出了所有的 g, h，我们就能计算出“第 i 个儿子，重链
长度为 si，且第 i 个儿子成为重子节点”的概率：

fu,si+1
+←

∑
S

gi,S−si × fi,si ×
si
S × hi,S

用 fi,si 减去上面的式子就是“第 i 个儿子，重链长度为 si，且第 i
个儿子不是重子节点”的概率。将不是重子节点的概率加起来即
得 Pu。

省选 Day1 题解
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复杂度

我们来分析一下复杂度。设 mdu 为 u 子树的最大深度，则状态
fu,i 中 i 的取值范围即 [1,mdu]。对应的，对于一个节点 u，
gi,S, hi,S 中 S 的取值范围即 [1,

∑i
j=1 mdvj ]。

那么加入 u 的第 i 个子节点的复杂度为 O((
∑i−1

j=1 mdvj)×mdvi)。
处理 u 的总复杂度为：

T(u) = O(

k∑
i=1

(

i−1∑
j=1

mdvj)×mdvi)

= O(
∑
i̸=j

mdvi ×mdvj)

省选 Day1 题解
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复杂度

不妨假设所有子节点的 md 中，mdv1 是最大的，那么：

T(u) = O(mdv1 ×
k∑

j=2

mdvj +
∑
i≠j

i,j>1

mdvi ×mdvj)

≤ O(n×
k∑

j=2

mdvj + (

k∑
j=2

mdvj)
2)

可以证明，
∑

u
∑k

j=2 mdvj < n，那么总复杂度就是 O(n2) 了。
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复杂度

如右图，我们对树进行长链剖分，即将
每个 u 与其 md 最大的子节点 v1 之间
连一条边，形成了若干条图中绿色的
长链。那么，每个 mdvi , i ≥ 2 都对应
着一条以 vi 为端点的长链的长度。

由于每个点至多被一条链包含，所以
有

∑
u
∑k

j=2 mdvj = n−md1 < n。

于是复杂度得以保证。

图: 长链剖分。图源：oi-wiki

图中绿色的标号为顶点标
号。
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题面

给定一个长度为 n 的 01 串 s 和一个整数 k。定义一个长度为 m
的 01 串 t 是摩卡串当且仅当：

s 是 t 的子串；
t 中恰好有 k 个子串字典序严格小于 s。

请找出最短的摩卡串，或报告无解。

多测，T ≤ 5，n ≤ 200，k ≤ 3000。

省选 Day1 题解



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

找寻者（recollector） 摩卡串（string） 夜空（night）

多项式做法

我们先研究一下什么串 t′ 的字典序比 s 小。可以发现我们可以
将其归为两类：

1 t′ 是 s 的真前缀；
2 存在一个 i < n 满足 t′, s 的最长公共为 i 且 si+1 = 1，

t′i+1 = 0。这种情况下无论往 t′ 后面接什么字符，得到的新
串的字典序也严格小于 s。

这启发我们令 t 从空串开始，每次往 t 的末尾加入一个字符，最
终达到目标。

省选 Day1 题解
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多项式做法

观察一下在这个过程中我们需要维护什么。首先我们要维护当前
t 的长度 |t| 和当前字典序 < s 的子串个数 c。我们还要维护当前
s 是否已经作为完整子串出现在了 t 当中。

对于新增的二类子串，假设其中有 b 个是当前 t 的后缀，那么无
论往 t 后面加什么字符，字典序 < s 的子串个数都会增加 b（并
且这 b 个新的子串一一对应了原来的 b 个后缀），因此也要维护
这一个量。
对于新增的一类子串，它们不仅是当前 t 的一些后缀，它们同时
是 s 的一些前缀。

省选 Day1 题解
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多项式做法

如右图，当前 t 有 3 个后缀是 s 的真
前缀。并且可以发现，从中任意选出两
个字符串，较短者既是较长串的前缀，
也是后缀。在字符串理论中，我们称较
短串为较长串的 border。

更进一步，假设当前最长的一类后缀
为 t′，那么所有其他的一类后缀都是 t′
的 border。我们也应当在状态中记录
最长一类后缀长度 i = |t′|。

图: t 的所有后缀一类子串

省选 Day1 题解
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多项式做法

于是一个状态可用五个量 (|t|, i, b, c, 0/1) 刻画，这里的 0/1 表示
s 是否作为子串出现在 t 中。可以发现状态设计上我们不需要记
录其他的额外信息。对于每个状态，我们只需记录它是否可达，
以及它能从哪些状态转移。

|t| 的转移是容易的。考虑当加入字符时，i 会如何变化。设加入
的字符为 x。如果 x = si+1，那么新状态中 i′ = i + 1。否则，我
们需要找到 s[1,i] 的一个 border s[1,j]，使得 sj+1 = x，那么新状态
中 i′ = j + 1。当然如果不存在 j，新状态中 i′ = 0。

省选 Day1 题解
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多项式做法

如果我们将转移写成 i′ ← δ(i, x)，那么 δ 会形成一个 KMP-AM
（KMP 自动机）。
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多项式做法

KMP-AM 会比直接跑“单模式串 ACAM”要好写一点，因为我
们可以通过 KMP 求出 fail 指针 πi（即最长非本身 border）。为
了构建边 δ(i, 1− si+1)，我们只需不断令 i′ ← πi′ 直到
si′+1 = 1− si+1，然后令 i′ ← i′ + 1 即可。

b, c 的转移则可以借助 π 树（即由边 i→ πi 构成的内向有根树）
上的信息。当 x = 0 时，可能会使 b 增加。这个增加的量就是
“π 树上 i 到根（0）路径上有多少个点 j 满足 sj+1 = 1”。不妨设
这个量为 depi,1。这个量可以通过一次 dfs 求出。当然，更方便
的方法是在 KMP 的过程中，直接从 πi 处继承这个量：

dep0,1 ← [s1 = 1]

depi,1 ← depπi,1 + [si+1 = 1]
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多项式做法

c 的增加量可以分一、二类算。二类的增量就是 b′（指新状态中
的 b）。一类的增量就是 π 树上 i 到根路径上点的个数 −1（因为
空串不被统计进答案），设为 depi,0：

dep0,0 ← 0

depi,0 ← depπi,0 + 1

省选 Day1 题解
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多项式做法

总结一下，转移就是：

(|t|, i, b, c, 0/1) + 0→ (|t|+ 1, i′ = δ(i, 0), b′ = b + depi,1,

c + depi′,0 + b′, 0/1)
(|t|, i, b, c, 0/1) + 1→ (|t|+ 1, i′ = δ(i, 1), b, c + depi′,0 + b, 0/1)

注意一点就是，如果 i′ = n，那么要将最后一项设为 1，并且
i′ ← πi′。后者是因为 s 的字典序并不严格小于 s 本身。这个操作
要在计算 b′, c′ 前进行。
粗略估算状态数为 O(k× n×

√
k× k) = O(nk2.5)。这里 b 的上界

是 O(
√

k) 的。

省选 Day1 题解
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多项式做法

b 上界的证明.
因为 b 是互不相同的二类后缀的数量，所以它们的长度 l1, . . . , lb
互不相同。这些后缀的所有前缀的字典序都严格 < s，所以二类
子串的个数至少为

∑b
i=1 li ≥

∑b
i=1 i =

(b
2

)
。

于是
(b
2

)
≤ c ≤ k，即 b 的上界是 O(

√
k)。
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转置

现在对于每个状态 (|t|, i, b, c, 0/1)，我们记录的是它是否可行。
我们肯定要对状态进行优化。可以发现，i, b, c以及 s是否出现这
四个维度的变化都和 |t| 无关，所以我们可以尝试将 |t| 压掉。正
好我们需要求 |t| 的最小值，所以可以直接设 fi,b,c,0/1 = min |t|。

这样本质不同的状态数量就是 O(nk1.5) 了。因为每次转移 |t| 只
会增加 1，所以我们可以使用 bfs 来进行 dp。只要遇到第一个
(◦, ◦, k, 1) 就可以停止了。

其实甚至不需要维护 |t| 的最小值。因为 bfs 自然地保证了转移
的边数最少，所以直接顺着转移路径得到答案即可。最终复杂度
O(nk1.5)。

可以发现最后一维纯属用来增加代码难度。

省选 Day1 题解



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

找寻者（recollector） 摩卡串（string） 夜空（night）

题面

给定长度为 n 的序列 ai 和长度为 m 的序列 bj。保证 n ≥ m。你
要对 ai 进行 n−m 次操作，每次操作为选择下列两项中的一项：

1 删除 ai 最左侧的两个元素（即下标最小的两个元素），在 ai
末尾加入删除的两个数的异或和。

2 删除 ai 最右侧的两个元素，在 ai 的开头加入删除的两个数
的异或和。

每次操作会使 ai 长度 −1。n−m 次操作之后，ai, bj 长度相同。
问：是否存在恰当的操作方式，使得 n−m 次操作后，序列 a 和
b 相等。若存在，请给构造。

多测，T ≤ 30，m ≤ n ≤ 250。

省选 Day1 题解



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

找寻者（recollector） 摩卡串（string） 夜空（night）

建模和构造

如果将操作视作环上的操作，那么两种操作都是在环上移动两
步，并且将跨过的两个数合并为一个数。因此若有解，每个 bj
都对应了 a 中的一个环上区间。称这样的一个区间为一个块。

考虑这样的特殊情形：已经确定了环上区间如何划分，并且初始
时 a1, an 不属于一个块。我们要判定这种划分是否合法。

设 bl 表示 a1 所在的块编号，br 表示 an 所在的块编号。则在操
作的过程中，有 bl− br ∈ {0, 1}（在模 m 意义下）。称其中
bl = br 的状态为中间状态，bl = br + 1 的状态为状态 bl。

我们还要对每个块 k 维护当前的长度 lenk。每次操作都会使一个
块的长度 −1，最终要使所有块的长度 = 1。

省选 Day1 题解
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建模和构造

假设初始是状态 k。忽略所有的中间状态，那么每次达到的下一
个状态都是 k± 1 或者 k 本身。如下图：

如果是回到 k 本身，对 len 的影响是使 lenk 或 lenk−1 减去一个
3 的倍数。
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建模和构造

证明.
不妨假设走的是蓝色的路径。可以发现，每次操作后，a1 到 k
块左边界的数量的变化 mod3 都 = 1：

向右走：将右侧两个数合并为一个移动到左边，左侧数量
+1；
向左走：将左侧两个数移动到右边然后合并，左侧数量 −2。

于是，我们可以将所有 k 不变的操作拆分成若干个使 len− 3 的
基本操作：“左左右”或“右右左”，取决于当前位于这个块的左
侧还是右侧。

省选 Day1 题解
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建模和构造

对于两条绿色的路径，我们同样可以将其拆成若干个基本操作和
只有“左”（或只有“右”）的操作。类似的可以证明，对于一个
长度为 l 的块，跨过一条绿色的路径，会使它长度 mod3 的余数
变为 3− (l mod 3)。

在这当中，长度为 3 的倍数的块操作之后还是 3 的倍数。因此，
若划分出的块中有一个块长度是 3 的倍数，那么最终它一定不会
变为长度 = 1。即划分不合法。

最终每个块长度都要 = 1，这至少说明每个块的长度先要变为
3k + 1。在这之后就可以不断通过基本操作使其变为 1。使一个
块 mod3 发生变化的操作就是绿色的路径。

省选 Day1 题解
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建模和构造

对于一个长度为 3k + 1 的块，需要有偶数条绿色路径跨过它；
对于一个长度为 3k + 2 的块，需要有奇数条绿色路径跨过它。
特别的，长度为 1 的块不能被任何一种路径跨过（否则就和旁边
的块合并了）。

因为一个块从左到右和从右到左的效果是一样的，所以我们可以
将跨过的需求视作无向边。

具体的，我们可以对所有块的左端点建一个图。对于一个长度
mod3 余 1 的块 k，它要被绿色路径覆盖偶数次，这相当于在新
图中 k, k + 1 之间连了偶数条边。对于长度 mod3 余 2 的块，在
新图中 k, k + 1 之间连奇数条边。

省选 Day1 题解



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

找寻者（recollector） 摩卡串（string） 夜空（night）

建模和构造

这种条件合法等价于存在一条从最初状态到状态 1 的欧拉路径！

如果我们增加一条从初始状态到状态 1 之间的无向边，则存在欧
拉路径等价于连通（指有边的点连通，可以存在一些单点）且每
个点度数为偶数。因此上述的“奇数条边”、“偶数条边”可以简
化为 1 条边、2 条边。这样每个点度数 ≤ 4。

因为对于每个长度 ≥ 2 的块 k，其两端的点 k, k + 1 之间至少有
一条边，欧拉路径一定会经过它们，所以可以在第一次靠近这个
块时进行基本操作，直到长度为 2 或 4。这就是构造思路。我们
只需要找到一个恰当的划分块的方式即可。

省选 Day1 题解
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建模和构造

在一般情况中，最初状态可能是中间状态，即 a1 不位于一个块
的左边界。

设 a1 位于第 k 个块。我们可以枚举第一个达到的状态是状态 k
还是状态 k + 1（即往左达到边界还是往右）。如果选定了方向，
类似地可以证明，达到状态时第 k 个块模 3 的余数是固定的。
因此存在合法操作是尽量早地达到状态 k 或状态 k + 1。

省选 Day1 题解
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求划分

我们对 k = 1, . . . ,m 依次决定第 k 个块在 a 中的区间是多少。
将 a 复制一遍，然后设状态 (l, r, k) 表示前 k 个块覆盖了 a[l,r]。

三个量是不足以描述状态的，我们还需要保证每个点的奇偶性和
连通性。一个比较取巧的方法是，只要 m− 1 个点的度数都是偶
数，那么剩下的点度数也是偶数。所以我们可以不用管 1 的度
数。对此，我们还需要补充以下维度：

c：k 到 k + 1 之间的边数（∈ {0, 1, 2}，取决于第 k 个块的
长度）；
a：第 k + 1 个点是否能通过 [1, k] 中的点达到点 1。如果为
否且 c ̸= 0，那么 k + 1 到 m 都要向右连边；
s：初始状态是否 ∈ [1, k]。这个维度存在的意义是，我们会
给初始状态新增一条边，这个点的奇偶性会翻转。

省选 Day1 题解
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求划分

设 f(l, r, k, c, a, s) 表示这个状态是否可行。转移可以枚举下一个
块 [bl, br]，它可以从 r′ = bl− 1 的状态转移过来。

如果 [bl, br] 包含了 an 和 an+1，那么初始状态要么是 k，要么是
k + 1。如果选择 k + 1，那么在转移第 k + 1 个块的时候，我们
发现 bl > n 且 s = 0，这标志着状态 k + 1 是初始状态。

点 k 的度数就是上一个状态的 c′+ 这个状态的 c + [k 为初始状
态 ]。连通性的转移是容易的。
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求划分

最终，只要存在一个 (l, l + n− 1,m, ◦, ◦, ◦)（◦ 表示任意）合法，
我们就可以通过转移路径反推出一个合法的块的划分。反之，若
不存在这样合法的状态，则不存在构造，报告无解即可。
状态总数是 O(n2m) 的（c, a, s 总共 12 种可能，是常数），转移
是 O(n) 的，因此总复杂度是 O(n3m)，无法通过。

可以发现，我们维护的是一个状态是否可行，而且转移中 l 是不
变量。因此我们可以用 bitset 来维护 l，做到 O(n3m

ω )，仍然无
法通过。
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.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

找寻者（recollector） 摩卡串（string） 夜空（night）

求划分

实际上很多转移是无用的。可以证明，除了第一块以外，其他每
一块都可以取同余系内最小的块。这个同余系在大部分情况内是
模 3 同余系。具体而言就是对于一个左端点 bl，如果有两个
br < br′ 都满足区间内的异或和 = bk，而且 br ≡ br′ (mod 3)，
那么我们只用转移 br 而忽略 br′。

证明.
因为异或和相等，所以 (br, br′] 的异或和为 0。我们可以将这个
区间并到下一个块中。

下一个块可能会因此存在更短的划分，因此继续调整。经过有限
次调整之后，可以将第 m 块右侧多余的区间并到第一个块中。
此时除了第一个块，其他区间都是右端点最小的区间。
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求划分

对于同时包含了 an, an+1 的块 k，若选择状态 k + 1 作为初始状
态，则根据贪心，我们要知道 br 的奇偶性。所以跨过 an, an+1

的右端点要按模 6 同余系分类。

这样复杂度就是 O(n3

ω + n2m
ω ) = n3

ω 了。至于记录转移，我们可
以对每个 (r, k, c, a, s) 记录所有转移，只要其中有一个满足对应
的 f(l, r, k, c, a, s) = 1，即可从这个状态递归。可以发现记录的转
移总数是 O(n2) 的。

总复杂度 O(n3

ω + n2)。
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