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取出对应的 seg(T, x) 值，并适当截取。由于保证最终答案也是一个等差数列，只需要简单

地对截取过后的 seg(T, x) 直接合并。

这样，我们成功地把算法中用到的 succ 和 pred 查询替代为在 seg 的哈希表中的每次

期望 O(1) 查询。

综合前面的分析，子串周期查询问题做到了期望 O(n log n) 的时间空间预处理，一次查

询期望 O(log n) 的复杂度。

5 基本子串字典的扩展与应用

本节主要介绍基本子串字典的一些扩展和应用。由于基本子串字典和后缀数组具有很

多联系，也可以看作后缀数组向基本子串，即长度为 2 的幂次的子串方向的应用。

5.1 子串比较

基本子串字典的一个基础应用，是可以 O(1) 比较两个子串的大小。尽管这个问题可以

被后缀数组、高度数组和区间最值查询 (RMQ) 做到相同的复杂度，甚至可以做到更优的

O(|S |) 预处理，但是基本子串字典的做法简单，在我看来有一定的启发性，而且可扩展性要

强于 RMQ 做法。

5.1.1 问题描述

给定串 S ，每次查询给出 i, j, i′, j′ ，要求比较 S [i . . . j] 和 S [i′ . . . j′] 的大小。

5.1.2 做法

如果 j − i , j′ − i′ ，那么两个子串不可能相等，可以把较长的子串的后面若干位删去

使得和较短的子串长度相同，并做一次新询问。若新询问的回答是不相等，则原询问的回

答和新询问的回答相同，否则原询问的回答是较长的子串更大。

现在假设 j− i = j′ − i′ 。找到正整数 m 满足 2m < j− i+1 ≤ 2m+1 ，那么两个子串的比

较可以由比较 S [i . . . i + 2m − 1] 与 S [i′ . . . i′ + 2m − 1] ，以及比较 S [ j − 2m + 1 . . . j] 与 S [ j′ −
2m +1 . . . j′] 完成。然而前两者可以通过比较 Namet[i] 与 Namet[ j] 和比较 Namet[ j − 2m +1]

与 Namet[ j′ − 2m + 1] 完成。

综上所述，得到了一个 O(n log n) 预处理，O(1) 查询的做法。
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5.1.3 简单扩展

把原问题改为：给定一棵大小为 n 的 trie 树，定义 up(i, l) 表示 i 节点向上走 l 条边，并

把每条边上的字符依次连接形成的字符串。每次询问给出 i, l, i′, l′ ，比较 up(i, l) 和 up(i′, l′)

的大小。

此时倍增求后缀数组的算法仍然适用，但是线性求高度数组的算法却失效了。一般遇到

这种情况，只能使用常数较大的二分 + 字符串哈希做法，或是较难理解的广义后缀树（后

缀自动机）。

然而，基于基本子串字典的做法仍然有效，甚至还可以和 RMQ 做法结合，得到新的

求高度数组的方法：由于二分 + 哈希中的哈希仅仅是用来判断字符串是否相等的，可以直

接把其替换为基于基本子串字典的字符串比较，得到更优的常数。

当然，可以发现上述所有算法不可避免地需要快速求某个点 x 的 k 级祖先 anc(x, k) 。

记录 f (i, k) = anc(i, 2k) ，并用转移式 f (i, k) = f ( f (i, k − 1), k − 1) 递推得到所有的 f 值，这

样 anc 查询可以在 O(log n) 时间内解决，不过这样每次询问的复杂度增大为 O(log n) 。要

做到 O(1) 查询，还需要结合长链剖分 +ladder 的做法，具体做法可参考相关资料。

5.2 整周期相关

在一些有关整周期的问题中，幂串 (String Powers) 是一个重要的研究对象。

定义 6：如果一个字符串 T 有周期 |T |
k , k ∈ Z, k > 1 ，则称 T 是一个 k 次幂串。此时 T

可以表示为
[
pre f (T, |T |k )

]k
。若还满足 k · minper(T ) = |T | ，则称 T 是一个本原 k 次幂串。

特别地，当 k = 2 时，T 是平方串（本原平方串），当 k = 3 时，T 是立方串（本原立方串）。

如果没有满足条件的 k ，则称 T 是本原串。

5.2.1 整周期的简单性质

性质 1：如果 T 既是 k1 次幂串，又是 k2 次幂串，则 T 是 k1·k2
gcd(k1,k2)

次幂串。

性质 2：T 是本原串当且仅当 T k 是本原 k 次幂串。特别地，当 k = 2 时，T 是本原串

当且仅当 T 2 中 T 只作为前缀和后缀出现。

这两个性质容易使用 WPL 证明。

5.2.2 k 次幂子串查找

给定一个字符串 S ，找到一个 S 的子串 S [l . . . r] 满足其是 k 次幂串。我们直接给出做

法，并说明其是正确的。注意算法可能会给出多个相同的 k 次幂子串。
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Algorithm 1 Detect k-th Powers
Require: S , k

Require: Function IsPowerk(pos, root)

Ensure: Report if S contains a k-th power
Name← DBF(S )

for t = 0 to ⌊log2 |S |⌋ do
Prev← (0, 0, . . . 0)

for i = 1 to |S | − 2t + 1 do
name← Namet(i)

pos← Prev[name]

root ← i − pos

if IsPowerk(pos, root) then
Report that S contains a k-th power S [pos . . . pos + k · root − 1]

end if
Prev[name]← j

end for
end for
if No k-th power detected then

Report that S does not contain a k-th power
end if
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算法中的函数 IsPowerk(pos, root) 返回 S [pos . . . pos + k · root − 1] 是否是一个 k 次幂

串。这可以通过判断 S [pos . . . pos+(k−1) . . . root−1] 和 S [pos+ root−1 . . . pos+k · root−1]
是否相等来解决，从而可以套用之前的 O(1) 判断方法。

显然如果算法回答存在 k 次幂子串则一定是正确的，我们只需说明如果算法回答不存

在，则 S 中一定没有 k 次幂子串。

定理 1：当 k = 2 时，若 S 存在平方子串，则 Algorithm 1 一定会找到所有长度最

短的平方子串。

引理 6：若 w = S [i . . . j] = S [i′ . . . j′] ，且区间 [i, j] 和 [i′, j′] 的交非空，则 S 中存在一

个长度不超过 2|w| − 1 的平方串。

证明：令 l = min(i, i′), r = max( j, j′) 。考虑串 S [l . . . r] ，w 是它的 border，r− l+1− |w|
是它的周期。而 r − l + 1 < 2|w| ，因此 S [l . . . l − 1 + 2 · (r − l + 1 − |w|)] 是一个平方串。 □

定理 1 的证明：令 S [ j . . . j+2 ·r−1] 为某个长度最短的平方子串。令 v = S [ j . . . j+r−1]
，找到 s 满足 2s ≤ |v| < 2s+1 ，那么考虑 Algorithm 1 运行到 t = s, i = j+ r 时的情况。由

于 S [ j . . . j+2s − 1] = S [i . . . i+2s − 1] ，可以得到 i > pos ≥ j ，因此只需证明 pos = j 即可。

令 w = S [i . . . i+2s−1] 。假设 pos > j ，则有 S [i . . . i+2s−1] = S [pos . . . pos+2s−1] =
S [ j . . . j + 2s − 1] = w 。由于 j − i = |v| < 2s+1 = 2|w| ，区间 [pos, pos + 2s − 1] 必定和

[i, i +2s − 1] 与 [ j, j +2s − 1] 其中之一有交。根据引理 6 就得到了一个长度比 2|v| 更短的平

方串，产生了矛盾。 □

定理 2：当 k ≥ 3 时，Algorithm 1 会找到 S 中的所有本原 k 次幂子串。

证明：令 S [ j . . . j + k · r − 1] 为某个本原 k 次幂子串。令 v = S [ j . . . j + r − 1] ，找到

s 满足 2s−1 < |v| ≤ 2s ，那么考虑 Algorithm 1 运行到 t = s, i = j + r 时的情况。由于

S [ j . . . j + 2s − 1] = S [i . . . i + 2s − 1] ，可以得到 i > pos ≥ j ，因此只需证明 pos = j 即可。

考虑 S [ j . . . j + 2 · r − 1] = v2 ，若 i > pos > j 则 v 在 pos 位置再次出现，根据性质 1
和性质 2，v 不是本原串，与 vk 是本原 k 次幂串矛盾。 □

综合定理 1 和定理 2，我们就证明了 Algorithm 1 的正确性。

5.2.3 Runs 和 Cubic Runs

与整周期有关的另一个重要概念是 Runs 的概念。

定义 7：字符串 S 的一个 Run 是一个三元组 (i, j, l) 满足 l ∈ per(S [i . . . j]) ，l ≤ j−i+1
2

，

且 S [i − 1 . . . j] 和 S [i . . . j + 1] 均未定义或不满足前述条件。若 l ≤ j−i+1
3

，则三元组 (i, j, p)

被称为一个 Cubic Run。
根据 WPL 也不难得到下述结论：字符串 S 的所有 Run 对应的区间 [i, j] 没有包含关

系。
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可以把 Run 理解成至少重复两次，且无法向左右扩展的周期子串。下面的重要定理说

明了 Run 个数的上界。定理的证明可以参考相关资料。

定理 3：(The Runs Theorem) 一个字符串 S 至多有 |S | 个 Run。

求字符串 S 的所有 Runs 的最优复杂度是 O(|S |) ，不过需要使用后缀数组的线性构造，

以及基于 Method of Four Russians 的、线性预处理 O(1) 查询的 RMQ，因而〸分繁琐，不

适合在算法竞赛中实现。这个问题有较为容易理解且易于实现的 O(|S | log |S |) 的做法，有

兴趣的读者可以阅读参考文献。

在一些问题中，我们关心的并不是所有的 Runs，而是具有更强性质的 Cubic Runs。由

于 Cubic Runs 是 Runs 的子集，所以 Cubic Runs 的个数也至多是 |S | 。不难发现，任何一

个本原立方串都恰好被一个周期与其相等的 Cubic Run 包含，且一个 Cubic Run 一定包含

至少一个本原立方串。这提示我们可以通过求出本原立方串来解决这类问题。我们不加证

明地给出下面一个定理，这使得我们可以直接用 Algorithm 1 来求出所有的本原立方串。

定理 4： Algorithm 1 中求出的所有 k 次幂串均是本原的。

求出了所有的本原立方串，就容易得到所有 Cubic Runs 了，只要每次取出出现位置最

早的本原立方串，并尽量扩展得到一个 Cubic Run 即可。

6 总结

在本文中，我们完整地解决了子串周期查询问题这一经典问题。问题虽然解决了，但

是它的做法，以及所用到的三个引理和基本子串字典这个数据结构，还值得更多的研究。

希望本文能起到一个抛砖引玉的作用，带领读者初步领略有关字符串周期的魅力，并

更加深入地了解不仅限于本文的相关知识和研究成果。
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《公园》命题报告

福建省福州第一中学 吴作同

摘 要

《公园》是我在 2019 年集训队互测中命制的一道试题。本文引入了“广义串并联图”的

概念，并证明了任意广义串并联图可以通过“删 1 度点操作”、“缩 2 度点操作”、“叠合重边操

作”使图转化为只包含一个节点的图。本文介绍了本题在不同的特殊条件下的解决思路与算

法选择，其中正解算法为了支持快速修改参数，建立了表达式树来表示本题中广义串并联

图的动态规划的过程，使用矩阵的形式表示转移，并用链分治线段树来加速修改。我希望

《公园》这道题能够带给大家更多关于广义串并联图以及缩 2 度点操作的相关思考。

1 试题

1.1 题目大意

我们称满足对于任意 4 个节点都不存在 6 条两两没有公共边的路径连接这 4 个节点中

的每一对节点的无向连通图为广义串并联图。

下图是一张广义串并联图：

下图不是一张广义串并联图：
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因为对于第 1, 4, 5, 6 号节点，存在六条两两没有公共边的路径 1→ 4, 4→ 5, 5→ 6, 6→
1, 4→ 3→ 6, 1→ 2→ 5 连接这四个节点的每一对节点。

给定一张 n 阶简单（无自环无重边）广义串并联图 G = (V, E) 。每个节点有两种点权

bi 和 wi ，每条边有两种边权 si 和 di 。要求把每个节点染成黑白两色之一，求一种权值最

大的染色方案的权值。定义染色之后节点 i 的颜色为 ci ，即若 ci = 0 ，表示节点 i 为黑色；

若 ci = 1 ，表示节点 i 为白色。一种染色方案的权值定义为∑
v∈V

(bv · [cv = 0] + wv · [cv = 1]) +
∑

e=(u,v)∈E

(se · [cu = cv] + de · [cu , cv])

其中约定 [x] 的含义为，若表达式 x 为真则 [x] = 1 ，否则 [x] = 0 。

要求支持动态修改某个节点的两种点权或某条边的两种边权，在所有修改前与每次修

改后输出答案。修改共 Q 次。

1.2 输入格式

第一行两个正整数 n,m ，其中 n 表示图 G 的节点数， m 表示图 G 的边数。

接下来 n 行，每行两个非负整数，其中第 i(1 ≤ i ≤ n) 行表示 bi,wi 。

接下来 m 行，每行四个正整数 xi, yi, si, di ，其中第 i(1 ≤ i ≤ m) 行表示第 i 条边的两个

端点的编号为 xi, yi 且第 i 条边的两种边权为 si, di 。

第 n + m + 2 行一个非负整数 Q 。

接下来 Q 行每行三个正整数 x, a, b 表示一次修改，若 x ≤ n 则表示把 bx 改为 a ，把

wx 改为 b ，否则表示把 sx−n 改为 a ，把 dx−n 改为 b 。

1.3 输出格式

输出 Q + 1 行，其中第 1 行表示所有修改之前问题的答案，第 i(2 ≤ i ≤ Q + 1) 行表示

第 i − 1 次修改后问题的答案。
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1.4 样例输入

2 1
2 3
4 7
1 2 5 7
1
1 2 6

1.5 样例输出

16
18

1.6 样例解释

公园路线图如下图：

修改前，b1 = 2,w1 = 3, b2 = 4,w2 = 7, s1 = 5, d1 = 7 。

最优染色方案为 c1 = 0, c2 = 1 ，权值为 b1 + w2 + d1 = 16 。

修改后，b1 = 2,w1 = 6, b2 = 4,w2 = 7, s1 = 5, d1 = 7 。

最优染色方案为 c1 = 1, c2 = 1 ，权值为 w1 + w2 + s1 = 18 。

1.7 数据规模与约定

保证 2 ≤ n ≤ 105,Q ≤ 105 。

保证 xi, yi ≤ n ，x ≤ n + m ，bi,wi, si, di, a, b ≤ 106 。
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子任务 分值 图的特殊形态 n Q 其它限制

1 2 树 = 0

2 3 ≤ 17 ≤ 17

3 7 仙人掌 = 0

4 5 = 0

5 13 ≤ 1000 ≤ 1000

6 19 仙人掌
bi = wi = 0, x > n

7 17
8 23 树

9 11

树即无环的连通图。

仙人掌即每条边属于不超过 1 个简单环的连通图。

留空部分表示没有额外限制。

1.8 时空限制

时间限制：6s
空间限制：1GB

2 初步分析

2.1 算法一

问题需要求出一种权值最大的染色方案。显然对于一种确定的染色方案，可以通过枚

举边统计贡献的方式在 O(m) 的时间内计算出染色方案的权值。

对于子任务 2 ，n,Q 都不超过 17 。对于一次询问，染色方案的情况总数较少，只有不

超过 217 = 131072 种，所以可以考虑枚举所有的染色方案，分别求出权值后取最大值。

该算法时间复杂度为 O(2n × Qm) 。题目中并没有给出 m 的取值范围，但是可以证

明 m 是 O(n) 级别的，证明见 5.3.1 。

期望得分 3 分。

该算法效率低下，是因为该算法没有利用到 G 是广义串并联图的性质，并且对于每一

次修改都要重新计算问题的答案，没有利用到修改前后大量数据的相似性。

接下来考虑先从一些特殊的情况入手，来分析这个问题。
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3 树上的问题

3.1 算法二 树，没有修改

对于此类树上最优化问题，通常可以使用树形动态规划的方式解决。

将无根树转为以 1 为根的有根树，记 f (i, j)( j ∈ {0, 1}) 为 ci = j 时节点 i 子树的答案。

设 C(u) 为 u 的子节点集合，则有

f (u, 0) = bu +
∑

v∈C(u)

max{ f (v, 0) + s(u,v), f (v, 1) + d(u,v)}

f (u, 1) = wu +
∑

v∈C(u)

max{ f (v, 0) + d(u,v), f (v, 1) + s(u,v)}

答案为 max{ f (1, 0), f (1, 1)} 。
时间复杂度 O(n) 。

可以通过子任务 1 ，期望得分 2 分。

3.2 算法三 树，带修改

考虑利用算法二的动态规划算法。

根据转移方程，可以发现只有被修改的节点/边到树的根的一条链上的节点的 f 值43可

能会被修改。对于这类问题，可以考虑使用基于链的分治。

在树上，我们把度数为 1 的非根节点称为叶子或叶子节点，否则称为非叶子节点。

修改点的 f 值或修改边的父亲节点的 f 值可以直接计算，其余部分可以利用树链剖

分44 拆成 O(log n) 条重链，然后只需考虑如何快速维护重链上的 f 值。

设 sonu 为节点 u 的重子节点。

43我们把一个节点 u 的 f (u,0) 和 f (u,1) 的值统称为节点 u 的 f 值。
44本文中所有提到的“树链剖分”为轻重链剖分，是摘要中提到的“链分治”的表现形式。具体地，定义点 u 的重子节点为 C(u) 中

满足 size(v) 最大的 v ，若有多个则取编号最小的，其中 size(v) 表示以 v 为根的子树中节点的个数，并把一个节点与其重子节

点之间的连边称为重边，把树上不是重边的边称为轻边。定义重链为所有重边的边导出子图的一个连通块或是满足 u 与 u 的父

亲节点之间的边为轻边的叶子节点 u 所构成的只包含一个节点的图。定义点 u 的轻子节点为 C(u) 中不是 u 的重子节点的节

点。
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对于非叶子节点 u ，我们改写一下转移方程：

f (u, 0) = bu +
∑

v∈C(u)

max{ f (v, 0) + s(u,v), f (v, 1) + d(u,v)}

= bu +
∑

v∈C(u)∧v,sonu

max{ f (v, 0) + s(u,v), f (v, 1) + d(u,v)}

+max{ f (sonu, 0) + s(u,sonu), f (sonu, 1) + d(u,sonu)}

f (u, 1) = wu +
∑

v∈C(u)

max{ f (v, 0) + d(u,v), f (v, 1) + s(u,v)}

= wu +
∑

v∈C(u)∧v,sonu

max{ f (v, 0) + d(u,v), f (v, 1) + s(u,v)}

+max{ f (sonu, 0) + d(u,sonu), f (sonu, 1) + s(u,sonu)}

使 用 已 更 新 的 sonu 的 f 值 更 新 u 的 f 值 时， 只 有 最 后 一 项 中

的 f (sonu, 0) 和 f (sonu, 1) 可能改变，其余都可视为常数。于是转移方程可以写成：

f (u, 0) = max{ f (sonu, 0) + Au, f (sonu, 1) + Bu}

f (u, 1) = max{ f (sonu, 0) + Cu, f (sonu, 1) + Du}

其中

Au = bu +
∑

v∈C(u)∧v,sonu

max{ f (v, 0) + s(u,v), f (v, 1) + d(u,v)}+ s(u,sonu)

Bu = bu +
∑

v∈C(u)∧v,sonu

max{ f (v, 0) + s(u,v), f (v, 1) + d(u,v)}+ d(u,sonu)

Cu = wu +
∑

v∈C(u)∧v,sonu

max{ f (v, 0) + d(u,v), f (v, 1) + s(u,v)}+ d(u,sonu)

Du = wu +
∑

v∈C(u)∧v,sonu

max{ f (v, 0) + d(u,v), f (v, 1) + s(u,v)}+ s(u,sonu)

于是重链上的转移可以用类似矩阵的形式来表示。

3.2.1 矩阵表示

令

fu =

 f (u, 0)

f (u, 1)

 =
max{ f (sonu, 0) + Au, f (sonu, 1) + Bu}
max{ f (sonu, 0) + Cu, f (sonu, 1) + Du}


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观察表达式的形式，发现它很类似一个矩阵乘法的结果，只是原本矩阵乘法中元素的

加法在这里为 max 运算，原本矩阵乘法中元素的乘法在这里为加法运算。

由于加法、max 运算满足交换律、结合律且加法对 max 运算满足分配律，所以这样新

定义的矩阵乘法仍然满足结合律 [3]。

本题中所有矩阵乘法都在该定义下进行。

令

gu =

Au Bu

Cu Du


则有

gu fsonu =

Au Bu

Cu Du


 f (sonu, 0)

f (sonu, 1)


=

max{ f (sonu, 0) + Au, f (sonu, 1) + Bu}
max{ f (sonu, 0) + Cu, f (sonu, 1) + Du}


= fu

3.2.2 分治

初始状态下，每个 Au, Bu,Cu,Du 的值，可以在预处理时利用算法二计算出。之后

当且仅当修改 u 到某个子节点之间的边的边权，或修改 u 或 u 的某个轻子节点的

子树内的点的点权时，Au, Bu,Cu,Du 的值才需要更新。由于一个点到根的简单路径上只

有 O(log n) 条轻边，所以一次修改只有 O(log n) 个点的 Au, Bu,Cu,Du 被更新。但是为了

更新一个点 u 的 Au, Bu,Cu,Du 的值或计算答案（即计算 f (1, 0) 与 f (1, 1) 的值），就需要计

算出某一条重链的顶端节点45的 f 值。我们可以用线段树来维护该 f 值。

有了 3.2.1 中提到的的矩阵乘法以及结合律，就可以使用线段树来维护重链上一段区间

内的矩阵 g 的乘积，在修改某个点 u 的 gu 时，直接在对应的线段树上更新即可。

注意 gu 对叶子节点 u 是没有定义的，所以建线段树时只需要维护非叶子节点的信息。

因此重链顶端节点 u 的 f 值可以按如下方法计算：

若 u 是叶子，则 fu =
[
bu wu

]T 46，否则可以利用线段树维护的 g 矩阵计算。

设重链上的节点为 u1, u2, · · · , ul ，其中 u1 = u ，且对于 1 ≤ i < l ，ui 是 ui+1 的父亲

节点，且 ul 一定为叶子47。

那么有

fu1 = gu1gu2 · · · gul−1 ful

45重链的顶端节点即重链上距离根最近的节点。底端节点即重链上距离根最远的节点。
46符号 T 表示矩阵的转置。
47根据树链剖分的方法可知，重链的底端一定是叶子。
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于是直接在线段树上查询整条重链上的 g 矩阵的乘积，再右乘上 ful 即可得到 fu 的值。

总结一下，在一次修改中，这个算法的过程是这样的：

1、修改被修改的点或边的权值，令 u 为被修改边的父亲节点或被修改点。

2、如果 u 不是叶子，更新 gu ，并更新对应重链上的线段树。

3、令 u 为原来 u 对应重链的顶端节点。

4、重新计算 fu 的值并令 v 为 fu 。

5、若 u 为根，返回 v 作为答案，否则令 u 为 u 的父亲节点。

6、利用计算好的 v 的值更新 gu 。

7、跳转到第 3 步。

在一次修改中，需要进行 O(log n) 次线段树单点修改操作，所以该算法的时间复杂度

为 O(n + Q log2 n) 。

可以通过子任务 1, 8 ，期望得分 25 分。

4 仙人掌上的问题

4.1 算法四 仙人掌，没有修改

对于仙人掌上的问题，一种经典的方法是仙人掌上的动态规划。

时间复杂度 O(n) ，可以通过子任务 1, 3 ，获得 9 分。

该部分内容与本文主题无关，因此不再赘述。相关内容可以参考陈俊锟的论文《〈神奇

的子图〉命题报告及其拓展》。

子任务 6 有一个“所有点权均为 0 ”的限制。这个限制可以对解题有什么样的帮助呢？

先分析一下树上的情况。

4.2 算法五 树，点权均为 0

当点权均为 0 时，染色方案的权值只和每条边两端的点的颜色是否相等有关。

我们称两端节点颜色相同的边为同色边，两端节点颜色不同的边为异色边。

有一种思路是，枚举每条边是同色边还是异色边，然后判断是否存在一种染色方案满

足条件。

对于树上的情况，假设我们已经确定了每条边是同色边还是异色边，那么我们可以

令 c1 = 0 ，然后进行一次深度优先搜索。对于每个非根节点，可以根据父亲节点的颜色

以及与父亲节点之间的边是同色边还是异色边来确定自己的颜色。这证明了对于任意一种

枚举的情况，均存在一种染色方案满足条件。所以对于树上点权均为 0 的问题，我们可以

对每条边贪心地取对答案贡献较大的情况，答案为∑
e∈E

max{se, de}
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接下来考虑仙人掌上点权均为 0 的问题。

4.3 算法六 仙人掌，点权均为 0

仍然可以使用深度优先搜索来判断是否存在一种满足条件的染色方案。搜索出任意一

棵 DFS 树，按照 4.2 中的方法确定每个点的颜色，再判断所有的非树边是否均满足条件。

可以发现存在合法的染色方案，当且仅当不存在一个简单环使得环上异色边的数量为

奇数。

由于仙人掌上每条边最多属于一个简单环，所以可以把每个简单环以及割边独立计算

出答案再加起来。

对于割边，直接把 max{si, di}计入答案即可。对于环，考虑先把所有边的 max{si, di}计
入答案，若异色边的数量为偶数，则取到理论最大值并且合法；否则可以找到使 |si − di| 最
小的一条边，把它两端颜色的异同性反转，即可得到最优解。修改的时候把上一次询问的

答案加上修改边所在环或割边的答案的增量即可。

时间复杂度 O((n + Q) log n) 。

可以通过子任务 6 ，期望得分 19 分。

结合以上所有树和仙人掌的部分（算法三、算法四、算法六）可以得到 51 分。

5 较为一般的图的形态

广义串并联图的性质为，对于任意 4 个节点都不存在 6 条两两没有公共边的路径连接

这 4 个节点中的每一对节点。之前的算法对于图的形态都有更高的要求，所以不适合用于

这种较一般的情况，但是仍然可以从树与仙人掌出发，寻找一些更为通用的做法。为了方

便分析，这里暂且不考虑需要修改的情况。

5.1 树上问题的另一种解决方法

我们先来看一道例题。

例题 1. 树上最大权独立集问题48

给定一棵 n 个节点的树 T ，节点 i 有点权 ai 。求一个点集的子集 S 使得 S 中任意两

个节点不相邻且 S 中节点的权值和最大。

数据范围 1 ≤ n ≤ 105, 1 ≤ ai ≤ 109

时间限制 1 秒

空间限制 128 MB

48题目来源：经典问题
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当然，这道题有类似算法二的动态规划算法，但是我们现在考虑另一种算法。

当所有 ai 均为 1 时，有一种经典的贪心做法：

每次找到一个度数不超过 1 的节点 u ，把它加入 S（即贪心地认为 u 一定在 S 中），

并在 T 中删去与 u 相邻的点 v（如果存在这样的 v ，根据题意若 u ∈ S 则必有 v < S ）以

及 u 本身，直到 T 中不存在任何节点，此时 S 就为一组最优解。

这个算法的正确性证明如下：

证明. 假设存在一个最优解为 S ∗ , S 。

当 ai 均为 1 时，S 中节点的权值和最大相当于 |S | 最大。

如果 u 的度数为 0 ，且不在 S ∗ 中，那么显然可以把 u 加入 S ∗ 来增加 S ∗ 的大小，所

以 S ∗ 不是问题的最优解，与假设矛盾。

如果 u 的度数为 1 ，且不在 S ∗ 中，若 u 的相邻节点 v < S ∗ ，则把 u 加入 S ∗ 同样可

以得到一组更优的解，与假设矛盾；若 v ∈ S ∗ ，则可以把 S ∗ 中的 v 替换成 u ，仍然是一

组合法的最优解。

于是可以求出删去 u 和 v（如果存在）后的问题的最优解 S ′ ，然后令 S = S ′ ∪ {u} 就
可以得到原问题的最优解。递归边界是图为空，此时显然 S = ∅ 就是问题的最优解。

这样每次操作至少会删去一个点。而树的非空子图一定存在一个度数不超过 1 的节点，

因为树的非空子图的每个连通块必然是树，并且根据抽屉原理，树一定存在一个度数不超

过 1 的节点。所以经过有限次操作后，算法一定会结束。 □

但是，如果去掉 ai 均为 1 的限制，这个贪心算法就是错误的，原因在于在上面的证明

中把 v 换成 u 时，可能会使解变劣，但是证明的其余部分仍然适用。

于是可以考虑改进一下这个贪心算法，在把 u 加入 S 后给一个撤销该操作并把 v 加

入 S 的机会。这相当于之后可以考虑把 v 加入 S ，但是需要额外花费 au 的代价把原来已

经在 S 中的 u 移出 S 。这一步可以通过把 av 改为 av − au 来实现。若 av < au ，那么最优

解中一定包含 u 而不包含 v ；因为若包含 v ，则把 v 替换为 u 后可以得到更优的解。于是

在这种情况下可以直接把 u 加入 S 并删去 v 。改进后的算法可以处理一般的情况。

把改进后的算法用在本题的树上问题上也是类似的。若遇到一个度数为 1 的节点 u ，

那么找到它的相邻节点 v 。若把 v 染成黑色，那么 u 以及边 (u, v) 最多可以贡献的权值

为 max{s(u,v) + bu, d(u,v) +wu} ；若把 v 染成白色，那么 u 以及边 (u, v) 最多可以贡献的权值

为 max{d(u,v)+bu, s(u,v)+wu}。于是可以把 bv 改为 bv +max{s(u,v)+bu, d(u,v)+wu}，把 wv 改

为 wv +max{d(u,v) + bu, s(u,v) +wu} ，并删去节点 u 和边 (u, v) 。这样操作后与操作前的问题

的答案相等，但从问题规模上前者比后者少了一个节点。我们称这个把一个 1 度点49删去

并修改其相邻点的点权的操作为删 1 度点操作。

一棵点数大于 1 的树一定有 1 度点，并且删去一个 1 度点后仍为一棵树。所以不断地

对一棵树进行删 1 度点操作，可以使树转化为只包含一个节点的图，且答案不变。而仅包

49本文中把“度数为 k 的节点”简称为“ k 度点”
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括单个点 u 的图的答案显然为 max{bu,wu} ，从而一个树上的静态问题可以在 O(n) 的时间

内得到解决。

删 1 度点操作对图的整体形态并没有要求，只要图中有一个度数为 1 的节点就可以进

行该操作。

解决了树上的问题，现在可以去仙人掌上寻找更多的启发。

5.2 在仙人掌上的应用

这里不加证明地给出一些要用到的关于点双连通分量的知识：

定理 5.1. 对于任意的非空无向图 G ，一定存在一个 G 的点双连通分量 B ，使得 B 中只

有不超过 1 个节点是 G 的割点。其中，若 B 中没有 G 的割点，则有 B = G 。

定理 5.2. 若一个点双连通分量不为 K2
50，则该点双连通分量中至少有一个简单环。

引理 5.1. 在仙人掌上的每个点双连通分量要么是 K2 ，要么是一个简单环。

引理 5.2. 对于一个不是 K2 的点双连通分量中的任意一个点 u ，一定存在一个简单环 C 使

得 u 在 C 上。

树上的问题可以使用删去 1 度点（叶子）的方式简化问题，那么仙人掌能否用类似的

方法呢？

首先若存在度数为 1 的节点，则同样可以使用删 1 度点操作。

否则可以考虑定理 5.1 ，找到一个点双连通分量 B 使得 B 中只有不超过一个节点

是 G 的割点；再结合引理 5.1 ，B 一定是一个简单环。

此时 B 在图中的地位与度数不超过 1 的节点在树上的地位类似。那么类比树上的做法，

能否将 B 转化为一个节点，来减少 G 中点双连通分量的数量呢？

答案是肯定的。

由于点双连通分量 B 是一个环，所以 B 中的节点中除了割点（如果割点存在），度数

均为 2 。

在遇到 1 度点时，我们根据其相邻点的染色方案计算其带来的贡献，在遇到 2 度点时

同样可以使用这个方法。

设 2 度点 x 的相邻两个节点（编号）为 u, v 。

当 cu = 0, cv = 0 时，x 和与 x 相邻的两条边对答案的最大贡献为

w00 = max{s(u,x) + bx + s(x,v), d(u,x) + wx + d(x,v)}

当 cu = 0, cv = 1 时，x 和与 x 相邻的两条边对答案的最大贡献为

w01 = max{s(u,x) + bx + d(x,v), d(u,x) + wx + s(x,v)}

50定义 Kn 为包含 n 个节点的完全图。
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当 cu = 1, cv = 0 时，x 和与 x 相邻的两条边对答案的最大贡献为

w10 = max{d(u,x) + bx + s(x,v), s(u,x) + wx + d(x,v)}

当 cu = 1, cv = 1 时，x 和与 x 相邻的两条边对答案的最大贡献为

w11 = max{d(u,x) + bx + d(x,v), s(u,x) + wx + s(x,v)}

由于该贡献同时与 cu, cv 的取值有关，所以不能像删 1 度点时那样考虑更新 u, v 的点

权，而是可以考虑新建一条连接 u, v 的边，在边上记录 cu, cv 的每种取值的情况下对答案的

贡献。

我们用 (u, v, (w00,w01,w10,w11)) 表示该边对答案的贡献为 wcucv 。我们称它的边权为[
w00 w01 w10 w11

]T

输 入 中 给 出 的 边 是 (u, v, (s, d)) 的 形 式。 为 了 使 格 式 一 致， 可 以 把 它 改

为 (u, v, (s, d, d, s)) 。

我们将把一个 2 度点和其相邻两条边转化为一条边的操作称为缩 2 度点操作。

可以注意到，缩 2 度点操作不会使 u, v 的度数发生改变。

于是对于一个 n (n ≥ 3) 元环，可以通过使用一次缩 2 度点操作使其转化为一个 (n −
1) 元环。特殊地，对于一个 3 元环，使用一次缩 2 度点操作后会得到两条重边。

由于贡献是可以叠加的，所以若遇到两条重边 (u, v, (w00,w01,w10,w11)) 和

(u, v, (w′00,w
′
01,w

′
10,w

′
11)) ，可以将它们合并为一条边

(u, v, (w00 + w′00,w01 + w′01,w10 + w′10,w11 + w′11))

我们称把两条重边合并为一条边的操作为叠合重边操作51。

设 B 上有 k 个节点，因为 B 中只有一个 G 上的割点，而其他点都是 2 度点，且缩 2 度

点操作和叠合重边操作不会使 2 度点的度数变得大于 2 ，所以在经过 (k − 2) 次缩 2 度点

操作和一次叠合重边操作之后， B 就转化成了 K2 。再进行一次删 1 度点操作，G 中就减

少了一个点双连通分量。

所以经过 O(n) 次操作之后，可以把 G 转化为一个节点。

这样就可以在 O(n) 的时间内解决仙人掌上的静态问题。

5.3 广义串并联图

下面证明，不仅是仙人掌，任意广义串并联图都可以在若干次缩 2 度点、叠合重边、

删 1 度点的操作后变为一个只包含一个节点的图。

51重边的方向有可能是相反的，即可能遇到 (u, v, (w00,w01,w10,w11)) 和 (v, u, (w′00,w
′
01,w

′
10,w

′
11)) ，此时只要改变其中一

条边的方向再按上述方法叠合即可，叠合后的边为 (u, v, (w00 + w′00,w01 + w′10,w10 + w′01,w11 + w′11)) 。

176



IO
I20

19
中
国
国
家
候
选
队
论
文
集

教
练
：
张
瑞
喆

20
19

年
5 月

《公园》命题报告 福建省福州第一中学 吴作同

5.3.1 证明

考虑证明它的逆否命题，即证明任意一个不能用上述操作使其变为一个只包含一个节

点的图的无向连通图不是广义串并联图。

这里先证明两个结论：

定理 5.3. 若一张无向连通图 G 中存在 3 个不同的 1 度点 x, y, z ，则一定存在一个

点 u < {x, y, z} 使得存在 3 条两两没有公共边的简单路径满足其中一个端点均为 u 且另一个

端点分别为 x, y, z 。

证明. 先求出 G 的任意一棵生成树 T 。

由于 x, y, z 是 1 度点，所以在 T 中 x, y, z 一定是 1 度点。

由于任意图中度数为奇数的点必有偶数个，所以 G 中一定存在一个异于 x, y, z 的节点。

取一个异于 x, y, z 的点作为根，把 T 转化为有根树，令 u 为 x 和 y 的最近公共祖先，

即令 u = LCA(x, y) 。因为 x, y, z 均为叶子且不为根，所以有 u , x, u , y, u , z 。

若 z 不在 u 的子树中或 LCA(x, z),LCA(y, z) 均为 u ，那么在 T 上 u 到 x, y, z 的三条

路径两两没有公共边。

否则 LCA(x, z) 和 LCA(y, z) 恰有一个不为 u 。

不失一般性，假设 w = LCA(x, z) , u ，那么 y 不在 w 的子树中，又因为 LCA(x, z) = w ，

所以在 T 上 w 到 x, y, z 的三条路径两两没有公共边。 □

定理 5.4. 对于一个无向图 G ，若进行若干次删 1 度点操作，缩 2 度点操作以及叠合重边

操作后得到的图不是广义串并联图，那么 G 也不是广义串并联图。

证明. 考虑还原所进行的操作。

设操作后的图中 4 个使图不满足广义串并联图的性质的节点为 a, b, c, d ，6 条两两边

不相交的路径为 p(a, b), p(a, c), p(a, d), p(b, c), p(b, d), p(c, d) 。

删 1 度点操作的逆操作为选择一个点 u ∈ V ，加入新点 v 和边 (u, v) 。

叠合重边操作的逆操作为选择一条边 e = (u, v) ∈ E ，加入一条新的重边 (u, v) 。

由于这两个逆操作不会删除图中的节点或边，所以若删 1 度点操作或叠合重边操作后

的图不是广义串并联图，那么操作前的图也不是广义串并联图。

缩 2 度点操作的逆操作为选择一条边 e = (u, v) ∈ E ，删去 e 并加入新点 w 以及新

边 (u,w), (w, v) 。

若还原时没有删去这 6 条路径中任何一条路径上的边，则原来的 p(a, b),

p(a, c), p(a, d), p(b, c), p(b, d), p(c, d) 同 样 能 够 作 为 判 断 操 作 前 的 图 不 是 广 义 串

并联图的依据。否则不失一般性，假设要删去 p(a, b) 上的一条边。那么可以

在 p(a, b) 中删去那条边并加入逆操作需要加入的两条边和一个节点，这样仍然满足

存在 p(a, b), p(a, c), p(a, d), p(b, c), p(b, d), p(c, d) 两两没有公共边。

因此，若任意多次操作之后的图不是广义串并联图，那么操作之前的图也一定不是广

义串并联图。 □
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一张简单无向图不能再进行操作，当且仅当每个连通块是一个 0 度点或一个所有点的

度数都大于等于 3 的图。下面给出定理：

定理 5.5. 任意一张所有点的度数都大于等于 3 的简单无向连通图，一定不是广义串并联

图。

证明. 假设有一个满足所有点的度数都大于等于 3 的简单无向连通图 G 。

根据定理 5.1，可以在 G 中找到一个点双连通分量 B ，使得 B 中只有不超过 1 个节点

使得该节点是 G 的割点。

这个点双连通分量 B 一定不是 K2 ，否则 G 中就会存在一个 1 度点。

若 B 中有 G 的割点，根据引理 5.2，B 中一定存在一个包含该唯一割点的简单环，设

其为 C 。

否则根据定理 5.2，B 中一定存在一个简单环。任取一个 B 中的简单环，并设为 C 。

设 C 上的点依次为 v0, v1, · · · , vl−1 ，即 v0 和 vl−1 相邻，对于所有的 0 ≤ i < l − 1 ，

vi 与 vi+1 相邻。

设 V ′ = V \ VC , E′ = E \ EC ，在 V ′ ∪ E′ 上定义二元关系 ∼ ：对于 u, e ∈ V ′ ∪ E′ ，

u ∼ e 当且仅当 u ∈ V ′, e ∈ E′ ，且 u 是 e 的一个端点。再定义 V ′ ∪ E′ 上的等价关系 ↔ 是

二元关系 ∼ 的最小等价关系。直观地说，如果 a, b 是 G 中的顶点或边，且不在 C 中，那

么 a ↔ b 当且仅当从 a 出发可以经过一系列不在 C 中的点和边到达 b ，这类似图中的连

通性。

我们称等价关系 ↔ 的等价类为片。对于片 U ，定义它的点集为 U ∩ V ，它的边集

为 U ∩ E ，它对 C 的联系点集为 A(U) = {v ∈ VC | ∃u ∈ V, e = (u, v) ∈ U ∩ E} ，直观地说，

在 G 中删去所有在 C 上的顶点和边（但是那些不在 C 上的边即使一个或两个顶点被删去

也应该保留），“连通”的部分就是片；A(U) 就是片 U 的没有或者只有一个端点的边所缺少

的端点集合。

以下是一个例子：（左边的图删去环 1→ 2→ 3→ 4→ 5→ 1 后会得到右边的图）
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右图中共有 4 个片，这 4 个片包含的边的数量分别为 1, 2, 3, 4 ，联系点集的大小分别

为 2, 2, 3, 2 。

由于 G 中每个节点的度数都大于等于 3 ，所以对于环上的任意一个点 vi ，至少存在

一个片 U 使得 vi ∈ A(U) 。

若 B 中存在 G 的割点则设该割点为 vk （此时割点唯一且在 C 上），若不存在割点

则 k = −1 。

若存在一个 U 使得 |A(U)| = 1 ，由于删去其中的唯一元素之后 G 不连通，即它是 G 的

割点，所以对于所有满足 |A(U)| = 1 的 U ，均满足 A(U) = {vk} （显然当 k = −1 时 vk 不

存在，这也意味着当 k = −1 时不存在 U 使得 |A(U)| = 1 ）。

接下来分三种不同的情况讨论说明 G 一定不是广义串并联图。

情况 1. 存在一个 U 使得 |A(U)| ≥ 3 。

假设 U 中有一条边 e 满足其两个端点均不在 U 中，那么 e 与 V ′ 中的任意一个元

素 u 均不可能满足 u ∼ e 。自然地，对于 V ′ ∪ E′ 中的任意一个元素 a ，均不满足 e↔ a 。

所以有 U = {e} ，且 A(U) 中的元素为 e 的两个端点，与 |A(U)| ≥ 3 矛盾。因此，U 中不

可能有一条边 e 满足 e 的两个端点均不在 U 中。

可以考虑把 A(U) 中的所有元素都加入 U ，得到一张图 U′ = ((U∩V)∪A(U),U∩E′) 。

在 U′ 中，U ∩ V 是连通的，这是因为 U 是等价关系 ↔ 的等价类，而 U 中存在一个端点

不属于 U 的边不传导 U 的点集在 U′ 中的连通性。

在 U′ 中，删去若干条与 A(U) 的元素相邻的边使得 A(U) 的元素的度数均为 1 。此

时 A(U) 中的点仍然通过一条 U′ 中的边与 U 的点集连通，因此 U′ 是连通图。

这样根据定理 5.3 ，设 x, y, z ∈ A(U) ，U 中一定存在一个节点 u 使得 U′ 中有 3 条两两

没有公共边的路径分别连接 u 与 x ，u 与 y ，u 与 z 。又因为 x, y, z 在同一个环 C 上，所以

在 C 上存在 3 条两两没有公共边的路径分别连接 x 与 y ，y 与 z ，z 与 x 。因为 U′ 与 C 没

有公共边，所以找到了 4 个节点 x, y, z, u 使得存在 6 条两两没有公共边的路径分别连接

这 4 个节点的每一对，即说明了 G 不是广义串并联图。

情况 2. 对于所有的 U 都有 |A(U)| ≤ 2 ，并且存在 U1,U2 使得 A(U1) = {vx, vy}, A(U2) =

{vz, vw} ，其中 x < z < y < w 。

此时在环 C 上可以找到 4 条两两没有公共边的路径连接 vx 与 vz ，vz 与 vy ，vy 与 vw ，

vw 与 vx ，且 G 中存在一条连接 vx 与 vy 的路径满足其边集包含于 U1 的边集，存在一条

连接 vz 与 vw 的路径满足其边集包含于 U2 的边集。又因为 U1 的边集、U2 的边集、C 的

边集两两不交，所以找到了 6 条两两没有公共边的路径连接 4 个节点 x, y, z,w 中的每一对，

即说明了 G 不是广义串并联图。

情况 3. 对于所有的 U 都有 |A(U)| ≤ 2 ，并且存在 U0, i 使得 A(U0) = {vi, vi+1} 。

以下说明，情况 1, 2, 3 涵盖了所有可能情况。

如果不满足情况 1 ，我们有以下事实：
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1. 对于环上的任意一个点 vi ，至少存在一个片 U 使得 vi ∈ A(U) ；

2. 所有满足 |A(U)| = 1 的 U 均满足 A(U) = {vk} ；

3. 简单环 C 至少包含 3 个节点；

4. 不存在任何 U 使得 A(U) ≥ 3 。

综合上述四个事实，我们知道一定能找到一个片 U 使得 |A(U)| = 2 。

假设 A(U) = {vx, vy}(x < y) ，由于环可以按照顺时针或逆时针来定向，所以可以不失

一般性地假设 k < (x, y) 。

下面证明若不满足情况 1 和情况 2 ，则一定存在 U0, i 使得 A(U0) = {vi, vi+1} 。

若 y − x = 1 ，则取 U0 = U, i = x 可以满足要求。

否则找到 U1, z 使得 A(U1) = {vx+1, vz}。根据事实 1,2,4 ，且 k < (x, y) ，这样的 U1, z 一

定存在。

若 z = x ，则取 U0 = U1, i = x 可以满足要求；若 z < [x, y] ，则 U 与 U1 满足情况 2 ，

矛盾。

所以若 z , x ，则必有 z ∈ (x + 1, y] 。

令新的 x′ = x+1, y′ = z ，则有 y′−x′ = y′−x−1 ≤ y−x−1 ，并且仍有 y′ > x′, k < (x′, y′) 。

每一次 x, y 到 x′, y′ 的迭代都会使 y − x 的值减小，所以经过有限次迭代后一定能够找

到满足条件的 U0, i 。

所以若不满足情况 1 和情况 2 ，则一定存在 U0, i 使得 A(U0) = {vi, vi+1} 。

令 G′ = (VG′ , EG′) 为 U0 加入节点 vi, vi+1 以及边 (vi, vi+1) 后的无向图。那么有 deg(vi) ≥
2, deg(vi+1) ≥ 2,∀u ∈ U0, deg(u) ≥ 3 。

所以，G′ 中不存在度数不超过 1 的点，G 中 2 度点的个数不超过 2 ，并且若存

在 2 个 2 度点，则这 2 个 2 度点必然相邻。

可以证明 VG′ ⊆ VB 成立：若 k , −1 ，假设存在 u ∈ VG′ 且 u < VB ，则连接 u 和 B 中任

意一点的任意一条路径必然经过 vk ，而 vk ∈ VC ，所以有 A(U0) = {vk} ，与 |A(U0)| = 2 矛

盾；若 k = −1 ，则根据定理 5.1 有 B = G ，所以有 VG′ ⊆ V = VB 。

下面说明 G′ 是点双连通图，即 G′ 不存在割点。

首先 vi 和 vi+1 不是 G′ 的割点，否则 U0 不连通。

其次 G′ 中其余节点也不是 G′ 的割点，否则它同时也是 G 的割点。已知当 k =

−1 时 B 中没有 G 的割点，而 k , −1 时 B 中只有 vk 是 G 的割点，然而因为 VG′ ∩ VC =

{vi, vi+1} ，所以一定有 vk < VG′ \ {vi, vi+1} 。

所以， G′ 不存在割点，即 G′ 是点双连通图。

可以通过枚举得到，对于所有节点数不超过 3 的简单图，均不能同时满足以上两个性

质52。所以 G′ 至少包含 4 个节点。

考虑对 G′ 进行缩 2 度点、叠合重边操作。缩 2 度点操作不会影响与 2 度点相邻的两

个点 u, v 的度数，而之后的叠合重边操作（如果需要）只会使 u, v 的度数减少 1 。

52这两个性质分别为“是一个点双连通图”和“不存在度数不超过 1 的点且 2 度点的数量不超过 2 。
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所以，若 G′ 只有一个 2 度点，那么在操作后，G′ 中不存在度数不超过 1 的节点，并

且 2 度点数量仍然不超过 2 ，并且若有 2 个 2 度点，则这 2 个 2 度点必然相邻。

若 G′ 有两个相邻的 2 度点 x, y ，设与 x 相邻的另一个节点为 z ，与 y 相邻的另一个

节点为 w ，则 z , w ，否则有 z 的度数为 2 或 z 是 G′ 的割点。不失一般性，假设接下来

对 x 进行缩 2 度点操作，由于 y 与 z 之间没有边，所以不会进行叠合重边操作，y 与 z 的

度数均不变，所以操作之后 G′ 中只有 1 个 2 度点，没有 1 度点。

接下来证明经过一次缩 2 度点以及一次叠合重边操作（如果缩 2 度点之后出现重边）

之后，G′ 仍是点双连通图。

设操作之后的图为 G′′ 。

判断一个图是点双连通图的依据是图中不存在任何一个点 u 使得删去 u 后图不连通。

由于重边不会改变点的连通性，所以叠合重边操作不会对图的点双连通性产生影响。

现在考虑缩 2 度点操作。设 G′ 中操作的 2 度点为 x ，与 x 相邻的两个节点为 y, z 。

考虑在 G′′ 的边 (y, z) 中“插入”一个节点 x ，即加入节点 x 后把边 (y, z) 替换为

边 (y, x) 和边 (x, z) ，这样 G′′ 就变成了 G′ 。

所以证明删去 G′′ 中任何一个节点，G′′ 均连通，相当于证明删去 G′ 中任何一个不

为 x 的节点，G′ 均连通。

因为 G′ 是点双连通图，所以删去 G′ 中任意一个节点 G′ 均连通，所以 G′′ 是点双连

通图。

所以在操作过程中的任一时刻，G′ 是点双连通图，且 G′ 中不存在度数不超过 1 的点，

且 G′ 中 2 度点的数量不超过 2 。

每一次缩 2 度点操作会使 G′ 的点数减少 1 。假设某一时刻 G′ 的点数为 3 ，又因

为 G′ 是点双连通图，所以此时 G′ 一定是 K3 。 K3 有 3 个 2 度点，而任一时刻 G′ 中

的 2 度点数量不超过 2 ，所以 G′ 不能够转化为一个不超过 3 个节点的图。又因为任意时

刻 G′ 中均没有 1 度点，所以在经过足够但有限多次（可能为 0 次）缩 2 度点操作和叠合

重边操作后， G′ 的每个节点的度数都大于等于 3 。

由于最初的 G′ 中只有 2 个节点在 C 上，而 C 至少有 3 个节点，所以 G′ 的点数一定

比 G 小。把操作后每个节点的度数都大于等于 3 的 G′ 作为新的 G 迭代下去， G′ 仍然能

被归为情况 1, 2, 3 中的一种情况，其中 G′ 满足情况 1 或情况 2 时 G′ 不是广义串并联图，

而满足情况 3 时 G′ 的点数一定会减小，但 G′ 的点数一定大于等于 4 ，故经过有限次迭代

之后，一定能够找到 6 条两两没有公共边的路径连接 4 个顶点中的每一对顶点。根据定理

5.4 ，得出 G 不是广义串并联图。

因此，一张所有点的度数都大于等于 3 的简单无向连通图，一定不是广义串并联图。

□

显然，一个连通图进行缩 2 度点操作、叠合重边操作、删 1 度点操作均不能使其变为

一个不连通的图。
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根据定理 5.4 和定理 5.5 ，可以得出，任意一个不能用缩 2 度点操作、叠合重边操作、

删 1 度点操作使其变为一个只包含一个节点的图的无向连通图不是广义串并联图。

由于删 1 度点操作与缩 2 度点操作会使图的节点数和边数均减少 1 ，并且叠合重边操

作只可能在缩 2 度点操作之后执行并使边数减少 1 ，所以可以证明，任意广义串并联图可

以在 O(n) 次缩 2 度点、叠合重边、删 1 度点的操作后变为一个只包含一个节点的图；此

外还可以推出，简单广义串并联图的边数是 O(n) 级别的，更具体地，有 m ≤ 2n 。

5.4 算法七 广义串并联图，没有修改

有了上面的结论，就可以直接使用 5.2 中的算法通过子任务 1, 3, 4 。每次修改后暴力

重新计算，就可以通过子任务 2, 5 。

时间复杂度 O(nQ) 。

期望得分 30 分。

6 考虑修改

现在有了一种能够在线性时间内解决一组询问的算法，那么可以考虑在此之上进行一

些优化，使其能更高效地支持修改。

先来考虑一种较为简单的情况：子任务 7 中所有点的点权均为 0 ，此时无需考虑点权

对答案造成的影响。

6.1 算法八 广义串并联图，点权均为 0

考虑需要使用的所有操作。

叠合重边操作是把两条重边的边权对应相加，并换成一条新的边。

缩 2 度点操作是把一个 2 度点的相邻两条边，经计算后换成一条新的边。由于点权均

为 0 ，所以 2 度点的点权对新边的边权没有影响。

注意到当点权为 0 时 w00 = w11,w01 = w10 ，所以可以如题目描述中的那样，只

用 se 和 de 来表示一条边 e 的边权。

对于删 1 度点操作，由于可以通过确定 1 度点的颜色来最大化其相邻边的贡献，所以

可以把 1 度点相邻的边的 max{si, di} 直接计入答案。

由于叠合重边操作与缩 2 度点操作都是把两条边的权值通过计算变为一条新的边的权

值，所以可以用运算的形式来表示它们。

6.1.1 定义运算

设一条边 e 的边权为 ve =
[
se de

]T
。
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对于两条边的边权，定义 + 运算的结果为叠合重边操作后的边权：s1
d1

 +
s2
d2

 =
s1 + s2
d1 + d2


定义 ∗ 运算的结果为缩 2 度点操作后的边权：s1

d1

 ∗
s2
d2

 =
max{s1 + s2, d1 + d2}
max{s1 + d2, d1 + s2}


可以发现， + 运算和 ∗ 运算均满足交换律。

对于删 1 度点操作，可以定义初始答案 ans =
[
0 0

]T
，然后遇到 1 度点时令 ans 为 ans∗

ve （其中 e 为 1 度点相邻的边）。

由于每条边的边权都可以由最初的边权用 + 运算和 ∗ 运算表示，所以整个问题的答案

也可以用一个表达式来表示。于是可以建立这个表达式的表达式树，使问题重新变为树形

动态规划的形式，进而用链分治的方法优化修改。

6.1.2 建立表达式树

以下是建立表达式树的过程：

定义 opv 为表达式树上非叶子节点 v 上的运算符。

首先对于每一条边 e 新建表达式树上的对应节点 ve =
[
se de

]T 53，对初始答案新建节

点 ans =
[
0 0

]T
。

然后使用算法七来对图 G 进行操作，直到 G 只剩下一个节点。在操作的过程中：

1. 若需要进行缩 2 度点操作，则在操作后对新建的边 e′ 建立表达式树上的对应节

点 ve′ ，令原有的两条边在表达式树上的对应节点的父亲节点为 ve′ ，并令 ope′ = ‘ ∗ ’ ；

2. 若需要进行叠合重边操作，则在操作后对新建的边 e′ 建立表达式树上的对应节点 ve′ ，

令原有的两条边在表达式树上的对应节点的父亲节点为 ve′ ，并令 ope′ = ‘ + ’ ；

3. 若需要进行删 1 度点操作，则在操作后建立表达式树上的节点 v ，令 ans 与删去的

边在表达式树上的对应节点的父亲节点为 v ，并定义 opv = ‘ ∗ ’ ，最后令 ans 为 v 。

6.1.3 分治

考虑沿用算法三的分治。

在表达式树中，每个非叶子节点都有两个子节点，所以设 cv,0, cv,1 为 v 的两个子节点，

设 snv 为 v 的重子节点的参数编号，即 cv,snv = sonv 为 v 的重子节点。

53为叙述方便，这里不区分一个节点和其对应的权值。
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为了快速维护重链上的信息，仍然沿用算法三中 gv 的定义，即

fv = gv fsonv

对于非叶子节点 v ，设 sonv =
[
x y

]T
, cv,1−snv =

[
z w

]T
。

1. 若 opv = ’ + ’ ，则有

v =

 x + z

y + w


所以有

gv =

 z −∞
−∞ w


2. 若 opv = ’ ∗ ’ ，则有

v =

max{x + z, y + w}
max{x + w, y + z}


所以有

gv =

 z w

w z


然后就可以套用算法三来解决问题了。唯一不同的是，算法三中的 g 不能暴力计算，必

须通过维护增量的方式来维护 g 的值，而本算法中 g 的值可以暴力计算。

该算法时间复杂度为 O(n + Q log2 n) ，可以通过子任务 6, 7 。

期望得分 36 分。

最后可以开始考虑点权对问题的影响。

6.2 算法九 广义串并联图，带修改

考虑在算法八的基础上进行改进。

此时缩 2 度点操作和删 1 度点操作均需要考虑到点权，并且边权中需要记

录 w00,w01,w10,w11 四个值，即记

ve =


w00

w01

w10

w11


此外，还需要记录点权，对于节点 u 记

vu =

bu

wu


算法八中的 + 运算和 ∗ 运算已经不适用，所以需要重新定义一下运算。

184



IO
I20

19
中
国
国
家
候
选
队
论
文
集

教
练
：
张
瑞
喆

20
19

年
5 月

《公园》命题报告 福建省福州第一中学 吴作同

6.2.1 扩展运算

同样地，记 + 运算的结果为叠合重边操作产生的新边的边权，即
a

b

c

d


+


x

y

z

w


=


a + x

b + y

c + z

d + w


(33)

记 ∗ 运算的结果为缩 2 度点操作产生的新边的边权，而此时该边权与操作删去的 1 个

节点和 2 条边的权值均有关。设 e0 = (u0, u1, (a, b, c, d)), e1 = (u1, u2, (x, y, z,w)), u1 = (α, β) ，

则有

∗




a

b

c

d


,


α

β


,


x

y

z

w




=


max{a + α+ x, b + β+ z}
max{a + α+ y, b + β+ w}
max{c + α+ x, d + β+ z}
max{c + α+ y, d + β+ w}


(34)

对于删 1 度点操作，需要定义 ⊕ 运算的结果为操作修改的点（即被删去的点的相邻点）

的点权，设 e0 = (u0, u1, (a, b, c, d)), u0 = (α, β), u1 = (γ, δ) 且 u1 为操作选择的 1 度点，则有

⊕




α

β


,


a

b

c

d


,


γ

δ




=

max{α+ a + γ, α+ b + δ}
max{β+ c + γ, β+ d + δ}

 (35)

此 外， 还 需 要 考 虑 将 一 条 边 反 向54， 即 把 (u, v, (w00,w01,w10,w11)) 变

为 (v, u, (w00,,w10,w01,w11)) ，所以定义 R 运算为

R


a

b

c

d


=


a

c

b

d


(36)

6.2.2 建立表达式树

建立表达式树的方法与算法八类似，但不同的是，这里的 ∗ 运算和 ⊕ 运算是不满足交

换律的，所以需要考虑子节点的顺序。此时定义 cv,0, cv,1, cv,2 依次为 ∗ 运算或 ⊕ 运算的三

个参数，即 v = ∗ (cv,0, cv,1, cv,2) 或 v = ⊕ (cv,0, cv,1, cv,2) 。

使用算法七来对图 G 进行操作，直到 G 只剩下一个节点。在操作的过程中：

54在某些实现方法中需要进行该运算，也存在一些实现方法不需要进行该运算，而是使用一些别的方法来解决关于边的方向

的问题。我的做法使用了该运算，所以我把它写在了这里。
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1. 若需要进行缩 2 度点操作，则在操作后对新建的边 e′ 建立表达式树上的对应节

点 ve′ ，令操作中删去的一个节点和两条边在表达式树上的对应节点的父亲节点为 ve′ ，确

定 cve′ ,0, cve′ ,1, cve′ ,2 的值，并令 ope′ = ‘ ∗ ’ ；

2. 若需要进行叠合重边操作，则在操作后对新建的边 e′ 建立表达式树上的对应节点 ve′ ，

令原有的两条边在表达式树上的对应节点的父亲节点为 ve′ ，并令 ope′ = ‘ + ’ ；

3. 若需要进行删 1 度点操作，则在操作后对修改的点 u′ 建立表达式树上的对应节

点 vu′ ，令与操作相关的两个节点和一条边在表达式树上的对应节点的父亲节点为 vu′ ，确

定 cvu′ ,0, cvu′ ,1, cvu′ ,2 的值，并令 opu′ = ‘ ⊕ ’ ；

4. 注意操作的时候需要考虑边的方向，若需要改变边的方向，则在操作后建立表达

式树上的节点 ve′ ，令需要改变方向的边在表达式树上的对应节点的父亲节点为 ve′ ，并

令 ope′ = ‘R’ 。

6.2.3 分治

同样地，只要能够计算出 g 矩阵，就可以运用算法八的方法进行分治。

对于非叶子节点 v ，

1. 若 opv = ‘ + ’ ，设

sonv =
[
x y z w

]T

cv,1−snv =
[
a b c d

]T

根据 (33) ，

v =


x + a

y + b

z + c

w + d


所以

gv =


a −∞ −∞ −∞
−∞ b −∞ −∞
−∞ −∞ c −∞
−∞ −∞ −∞ d


2. 若 opv = ‘R’ ，根据 (36) 则有

gv =


0 −∞ −∞ −∞
−∞ −∞ 0 −∞
−∞ 0 −∞ −∞
−∞ −∞ −∞ 0


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3. 若 opv = ‘ ∗ ’ ，设

cv,0 =
[
a b c d

]T

cv,1 =
[
α β

]T

cv,2 =
[
x y z w

]T

根据 (34) ，

v =


max{a + α+ x, b + β+ z}
max{a + α+ y, b + β+ w}
max{c + α+ x, d + β+ z}
max{c + α+ y, d + β+ w}


3.1. 若 snv = 0 ，则有

gv =


α+ x β+ z −∞ −∞
α+ y β+ w −∞ −∞
−∞ −∞ α+ x β+ z

−∞ −∞ α+ y β+ w


3.2. 若 snv = 1 ，则有

gv =


a + x b + z

a + y b + w

c + x d + z

c + y d + w


3.3. 若 snv = 2 ，则有

gv =


a + α −∞ b + β −∞
−∞ a + α −∞ b + β

c + α −∞ d + β −∞
−∞ c + α −∞ d + β


4. 若 opv = ‘ ⊕ ’ ，设

cv,0 =
[
α β

]T

cv,1 =
[
a b c d

]T

cv,2 =
[
γ δ

]T

根据 (35) ，

v =

max{α+ a + γ, α+ b + δ}
max{β+ c + γ, β+ d + δ}


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4.1. 若 snv = 0 ，则有

gv =

max{a + γ, b + δ} −∞
−∞ max{c + γ, d + δ}


4.2. 若 snv = 1 ，则有

gv =

α+ γ α+ δ −∞ −∞
−∞ −∞ β+ γ β+ δ


4.3. 若 snv = 2 ，则有

gv =

α+ a α+ b

β+ c β+ d


这里构造 g 矩阵的方式类似于构造一般的线性关系的转移矩阵。在代码实现的过程中，

可以不需要对 snv 进行分类讨论来计算 gv 的值，具体方式详见我的代码55的 tran 函数。

其余的步骤，均与算法八相同，这里不再重复描述。

该算法的时间复杂度为 O(n + Q log n) ，可以通过全部测试点，期望得分 100 分。

6.3 优缺点

6.3.1 优势

通过缩小问题规模的方式来解决问题，会使动态规划的过程更加直观，从而减少一些

思维量。

相比于一般的链分治算法，使用表达式树上链分治的方法，不需要考虑一个节点有多

个轻子节点的情况，从而降低代码实现的难度。

6.3.2 局限性

使用表达式树上链分治的方法通常只能支持全局或子树的查询，而难以支持链上问题

的查询，且该方法通常需要在线段树上维护矩阵的乘积，这会带来不小的常数因子。

7 拓展

对于一些问题，需要统计最优方案的数量。此时可以把最优方案数同时记录在矩阵的

元素中。令矩阵中的每个元素均为一个二元组 (a, cnt) ，其中 a 表示最优值，cnt 表示最优

55https://loj.ac/submission/433979
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方案的数量，并定义

(a1, cnt1) + (a2, cnt2) = (max{a1, a2}, cnt1[a1 ≥ a2] + cnt2[a2 ≥ a1])

(a1, cnt1) × (a2, cnt2) = (a1 + a2, cnt1 × cnt2)

不难发现，这里定义的加法和乘法满足交换律、结合律，并且乘法对加法满足分配律，

所以能够使用矩阵乘法的形式来转移。

所以若《公园》或类似的题要求输出最优方案数（对大质数取模），那么仍然可以使用

树链剖分线段树维护矩阵乘积的方法。

8 命题思路

这道题最初源于我对独立集问题的一些思考。在搜索最大独立集56 时有一个剪枝：若

存在一个度数为 1 的节点，那么一定存在一个最优解包含这个度数为 1 的节点，于是可以

删去这个度数为 1 的节点和其相邻节点，缩小问题规模。那么放在最大权独立集问题57上

是否也有类似的方法呢？

可以发现，若 1 度点的点权大于等于其相邻节点的点权，那么前面所述的结论58仍然

正确。否则我们可以先假定与那个 1 度点相邻的边不存在，并且选择该点。那么在之后的

过程中若选择了与原来那个 1 度点相邻的节点，就意味着不能选择该 1 度点，于是可以把

相邻节点的点权减去 1 度点的点权来处理这种情况。

钟知闲在 IOI2017 候选队的论文《浅谈信息学竞赛中的独立集问题》中提到了一种先

搜索度数大于等于 3 的节点的算法，该算法的复杂度很大程度取决于枚举的度数大于等

于 3 的节点个数。我发现通过删去 1 度点的方式可以在一定程度上减少需要枚举的度数大

于等于 3 的节点的个数（如树上的独立集问题不需要枚举任何度数大于等于 3 的节点），于

是想到，能否对度数为 2 的节点做类似的操作，来进一步减少需要枚举的度数大于等于 3 的

节点个数，从而增加算法效率甚至优化复杂度呢？通过类似于删 1 度点方法的研究，我发

现这是可以做到的，于是我设计了一个更加优秀一些的最大权独立集算法。

接着我想，这个算法在图满足什么性质的时候，不需要枚举任何度数大于等于 3 的节

点呢？首先我就想到了仙人掌，显然仙人掌是满足条件的，但是我觉得，满足条件的图不仅

仅有仙人掌，可以考虑更一般的情况。通过研究发现，这个算法不需要枚举任何度数大于

等于 3 的节点，当且仅当图的每个连通块都是广义串并联图。这让我产生了《公园》命题

的最初构想。

56最大独立集问题即给定图 G = (V, E) ，求一个最大的 V 的子集 S 使得 E 中任意一条边的两个端点中均有至少一个不属

于 S
57最大权独立集问题即给定图 G = (V, E) 和权值函数 w : V → R+ ，求一个 V 的子集 S 使得 E 中任意一条边的两个端点中

均有至少一个不属于 S 且
∑

u∈S w(u) 最大
58即“一定存在一个最优解包含这个度数为 1 的节点”
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